Dritte Schularbeit Mathematik Klasse 7TA G am 31.03.2016
Wiederholung fiir Abwesende

Korrekturvorlage

Aufgabe 1. (2P) Funktionen mit Potenzen.

Gegeben ist die Funktion f(x) = 3°*.

Aufgabenstellung: Ermitteln Sie die Bruchzahl x, sodass f(z) = % und schreiben Sie

das Ergebnis in der Form z = ¢ mit a und b ganze Zahlen.

_ _ 1
r=-0,1=—%

Aufgabe 2. (2P) Cosinusfunktion.
Gegeben ist die Funktion f: R — R mit f(z) = 3 - cos(mx).

Aufgabenstellung: Kreuzen Sie die zutreffende(n) Aussage(n) an:

1. X | Die Funktion f hat im Intervall [0;1] genau eine
Nullstelle.

2. X | Die Funktion f hat ein Maximum an der Stelle
r=0.

3.0 f(k) =3 fur alle k € Z.
4. [0 | Die Funktion f ist monoton fallend.

5. X | Die Steigung von f an der Stelle x = 0 betrégt 0.

Aufgabe 3. (2P) Sinusfunktion.

7
Gegeben ist die Funktion f(z) =3 - sin(% : x)

Aufgabenstellung: Bestimmen Sie die Periode von f und die Steigung der Tangente an
der Stelle x = 0.



Antwort:

Periode = % ,

21n

Steigung der Tangente bei x = 0 betrigt: 5.

Aufgabe 4. (2P) Sekante und Tangente einer Parabel.

Gegeben ist die Parabel y = %2 + 2z und die Punkte A = (0]/0) und B = (6/24) auf der
Parabel.

Bestimmen Sie die Koordinaten des (einzigen) Punktes C' auf der Parabel, in dem die
Tangente zur Parabel parallel zur Sekante durch A und B ist.

C = (39 y' = 2 + 2 die Sekante hat Steigung 4, somit = = 3.
3

Aufgabe 5. (2P) Halbwertszeit.

Ein Physiker misst die Menge eines radioaktiven Stoffes. Der Zerfall gehorcht dem Gesetz

t/T
N(t) = Ny - (%) , wobei Ny die Anfangsmenge zur Zeit t = 0 und 7 die Halbwertszeit

(in Tagen) ist. Die Ergebnisse sind teilweise in der Tabelle dargestellt:

Zeit (Tage) 0 1 2 3
Menge (Gramm) | 200 | 180 | 162 | 1458

Aufgabenstellung: Erginzen Sie die Tabelle und bestimmen Sie die Halbwertszeit 7 (in
Tagen).

Antwort:

T = ﬁggg; ~ 6,6 Tage. Aus der Tabelle N(¢) =200 - (0,9)".

Fehlender Wert in der Tabelle = 145, 8.
Aufgabe 6. (2P) Ableitungen und Extremum.
Betrachten Sie die Funktion f(z) = 2%e™% mit a > 0.

Aufgabenstellung: Bestimmen Sie den Wert von a so, dass f ein Extremum an der
Stelle x = 2 hat.



Antwort: ¢ = 1.

Denn f'(x) = xe~*(2 — az) und f(2) = 0 impliziert dann a = 1.

Aufgabe 7. (2P) Indirekt Proportional zu einander

Die Funktion f : R — R beschreibe eine indirekte Proportionalitéit. Das heifit, dass
f(x) indirekt proportional zu z ist.

Aufgabenstellung: Kreuzen Sie die richtigen 2 Aussagen an!

1. O | Der Graph von f geht durch den Ursprung.
2. ¥ | Das Produkt z - f(x) ist fiir alle = gleich.
3. 0 | Das Verhiltnis f(x) : x ist fiir alle x gleich.

4. X | Der Graph von f ist eine Hyperbel.

5.0 f(z+ 1) — f(x) ist unabhingig von z, also, fiir alle x gleich.

Aufgabe 8. (2P) Differenzierregeln.

Gegeben ist die Funktion f(x) = 52 + 5 cos(mx).

Aufgabenstellung: Kreuzen Sie die richtigen 2 Aussagen an!

R f0)=5
(2) O | f(0)=—bm
(3) 0| f'(w) = 1572
40| fAQ)=5
(5) X | f7(0) = —5m?

Aufgabe 9. (2P) Lineare Funktionsgleichung.

Die Funktion f(z) = xe® geht durch den Punkt (1]e). Der Graph der linearen Funktion
h(x) = kx + d beriihrt den Graphen von f im Punkt (1]e) und daher ist der Graph von
h eine Tangente von f im Punkt (1|e).

Aufgabenstellung: Bestimmen Sie die Parameter k£ und d in der Funktionsgleichung von
h.



Antwort: k = 2e, d= —e. f(z) = (z +1)e*, also k = f/(1) = 2e.

Aufgabe 10. (2P) Funktionen und ihre Ableitungen.

Betrachten Sie die Funktion f(x) = 23 + ax + 5 wobei a € R. Davon abhingig, welchen
Wert a hat, hat diese Funktion (i) zwei Extremstellen und einen Terrassenpunkt, (ii) einen
Terrassenpunkt und keine Extremstellen, oder (iii) sie ist monoton steigend.

Aufgabenstellung: Bestimmen Sie die Werte von a, sodass f monoton steigend ist!

Antwort: ¢ > 0

Aufgabe 11. (2P) Maximum und Minimum.

Die Funktion f(x) = ;jz hat erste Ableitung f’ und zweite Ableitung f” gegeben durch

e’ (2% + 2z + 2)
(x +2)3

(xr+1)e”
(x+2)2

f'(x) = f(@) =

Aufgabenstellung: Bestimmen Sie das Extremum der Funktion f und ob es sich hierbei
um ein Maximum oder ein Minimum handelt!

Antwort: Das Extremum befindet sich an der Stelle z = —1und es betrifft ein Masxdimum
/ Minimum. (Durchstreichen was nicht zutrifft.)

Aufgabe 12. (2P) Ableitungen und Funktionen.

Gegeben sind 5 reelle Funktionen.

Aufgabenstellung: Ordnen Sie jeder Funktion die richtige erste Ableitung zu:

- A | f(x) =In(3) 3°
e e
PR " C fi(z) =In(3) -3
fla) = —e > E R
flo) = =37 c S Rl

F f(x) = 3¢
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VERTIEFUNGSTEIL
Korrekturvorlage

Aufgabe 1. Kubische Funktionen.

Betrachten wir kubische Funktionen von der Form f(z) = (x — a)(z — b)(z — ¢), wobei
a < b < ¢ drei unterschiedliche, reelle Zahlen sind.

(a) (1 Kompensationspunkt) Bestimmen Sie die drei Nullstellen von f.

(b) (4P) Durch Ausmultiplizieren findet man f(z) = 2*—(a+b+c)z*+ (ab+bc+ac)z—abe.
Bestimmen Sie f’(z) und bestimmen Sie die Diskriminante D der quadratischen Gleichung
f'(x) = 0. Begriinden Sie, dass diese Diskriminante D grofler als Null ist. Driicken Sie die
Extremstellen von f in a,b,c und D aus.

Hinweis: Die Identitit (a — b)* + (b — ¢)? + (¢ — a)?* = 2a* + 2b? + 2¢* — 2ab — 2bc — 2ac
ist hilfreich.

(c) (2P) Bestimmen Sie f”(x) und die Wendestelle von f.

(d) (2P) Sei jetzt b = 0 und a = —2¢ = —2. Finden Sie den Punkt P auf dem Graphen
von f,in dem die Tangente parallel zur Tangente im Punkt @ = (—2|0) ist, und wobei

P+Q.

(a)z=a,z=bx=c

(b) f'(x) = 32% —2(a + b+ ¢)x + (ab + ac + be), f'(xr) = 0 hat somit Diskriminante
4a+b+c)?—4-3-(ab+ac+bc) = 4a? +4b* + 4c* — dac — 4ab — 4be. Diese Diskriminante
muss positiv sein, da der Graph einer kubischen Funktion mit drei Nullstellen mindestens
zwei Extremstellen haben muss, also muss D > 0 gelten. Rechnerisch sieht man das ein,
wenn man bemerkt, dass

D = 4a® 4+ 4b* + 4c* — 4ab — 4ac — 4bc = 2(a — b)* +2(b — ¢)* + 2(a — ¢)*

und das ist zweimal eine Summe von Quadraten und da a, b und ¢ unterschiedlich sind,
ist jeder Term > 0, somit auch D. Die Losungen von f’(z) = 0 sind dann



_2a+2b+20+\/5_a+b+c 1

T c 3 —1—6-\/2(a—b)2+2(b—c)2+2(a—c)2
und
2a + 2b+ 2¢ — /D b 1
oy = a—+ —0—60 \/7:@4_3—’_0_6.\/Q(a—b)2+2(b—0)2+2(a—0)2

at+b+c
3

und x; und x5 liegen somit symmetrisch um den Punkt xzy = , was dem Mittelwert

von a, b und ¢ entspricht und mit der Wendestelle korrespondiert.

¢) f"(x) = 6z — 2(a+ b+ ¢) also f"(x) = 0 impliziert x = 9+ 50 wie erwihnt, die
(c) 3
Wendestelle.

(d) f(x) = x(z —1)(z +2) = 23 + 2% — 22. Also f'(x) = 32? + 22 — 2 und f/(-2) =
— 4 — 2 = 6. Somit ist zu 16sen 322 + 2z — 2 = 6, also 322 + 2x — 8 = 0. Somit

_ —2+V/100  —2410
N 6 6

X

die Losung @ = —2 brauchen wir jetzt nicht, sondern z = & = %, somit ist P = (

6 3l37)

3127/"

Aufgabe 2. Ventil eines Autos.

Ein Auto fahrt mit konstanter Geschwindigkeit iiber eine ebene Strafie. Wir betrachten
jetzt eines seiner Réder. Dieses Rad rollt also mit einer konstanten Geschwindigkeit und
somit ist die Anzahl der Umdrehungen pro Sekunde konstant. Der Durchmesser des Rads
ist 75cm. Das Ventil befindet sich auf 30cm des Mittelpunktes des Rads. Das Rad dreht
sich in 0,2 Sekunden einmal um die Achse.

Die Hohe h(t) (in Centimeter) des Ventils iiber der Strafle in Abhéngigkeit der Zeit ¢ (in
Sekunden) kann durch eine Formel

h(t) =a-sin(b-t)+c
beschreiben. Die Hohe h = 0 korrespondiert mit der Oberfliche der Strafe.
(a) (1 Kompensationspunkt) Bestimmen Sie den Parameter a in der Formel fiir h(t).
a =30 (cm)
(b) (1 Kompensationspunkt) Bestimmen Sie die Parameter b und ¢ in der Formel fiir h(t).

b= 2—’; = 107, ¢ = 37,5 (cm); die Hohe des Mittelpunktes des Rads.

07



(c) (2P) Ermitteln Sie eine Formel fiir die vertikale Geschwindigkeit v, (¢) des Ventils (in
em/s).

vy (t) = W (t) = abcos(bt) = 3007 - cos(107t)
(d) (2P) Ermitteln Sie die Geschwindigkeit, mit der das Auto fahrt (in em/s oder m/s).

Das Rad hat einen Umfang von 7-75 = 757 c¢m, das Rad dreht in einer Sekunde 5mal um
die Achse, also werden in einer Sekunde 3757 cm zuriickgelegt. Das ist die Geschwindigkeit
des Autos.

(e) (2P) Ermitteln Sie eine Formel fiir die horizontale Geschwindigkeit v, (f) des Ventils
(in em/s).

Die relative horizontale Geschwindigkeit zwischen Achse und Ventil ist wu,(¢) = 3007 -
sin(107t). Dies hiitte man auf mehrere Weisen finden konnen: (1) die horizontale Position
des Ventils beziiglich der Achse des Rades ist (+)a-cos(b-t) - wie die Hohe, nur dann mit
dem Cosinus, und dies differenzieren ergibt (bis auf +) die relative horizontale Geschwin-
digkeit, (2) das Rad legt pro Umdrehung 2730 = 607 cm zuriick, also pro Sekunde 3007.
Da (uz)?+ (vy)?* genau (3007)? sein sollte, folgt wieder (bis auf &) u,(t) = 3007 -sin(107t).

Mit dem Ergebnis ist dann die wirkliche horizontale Geschwindigkeit die Summe aus der
relativen Geschwindigkeit und der Geschwindigkeit der Achse (also, des Autos). Somit
vz(t) = 3757 + 3007 sin(107t).

(f) (2P) Benutzen Sie Ihre Antwort bei (e) um eine Formel fiir die Grole der Gesamt-
geschwindigkeit (also das Tempo) des Ventils zu bestimmen. Falls Sie (e) nicht haben,
nehmen Sie v,(t) = 10 + 100 sin(bt), wobei b aus (b) zu entnehmen ist.

= /v (t)2 + v, (t)? = /(375m)% + (30072) + (£)22500072 sin(107t) (kann man etwas
Veremfachen)

v(t) = m4/230625 + (+)225000 sin(107t)

Aufgabe 3. Mazimaler Winkel.

Gegeben sind die zwei Punkte A = (3]|0) und B = (4|0) und es bezeichne O den Ursprung
des Koordinatensystems. Von einem Punkt C' = (0|c) auf der zweiten Achse sieht man
die Strecke AB unter einem Winkel «. Betrachten wir das Dreieck AAOC, so gilt

tan(ZOCA) = 3 , ZOCA = arctan (é)
c

c



Betrachten wir das Dreieck ABOC' so gilt

tan(ZOCB) = é, Z0CB = arctan (é) .

C C

(a) (1 Kompensationspunkt) Finde eine Beziehung zwischen a und ¢. M.a.W. geben Sie
einen Term fiir v in der Variable ¢ an!

o = arctan (%) — arctan (%)

(b) (2 Punkte) Finden Sie den Punkt C' auf dem positiven Teil der zweiten Achse (sodass
also ¢ > 0), unter dem die Strecke AB am grofiten gesehen wird.

wobei

1
Hinweis: Die erste Ableitung der Funktion f(x) = arctan(z) ist f'(x) = 22
x
Winkel selbstverstéindlich in Bogenmafl gemessen werden.

« nach ¢ differenzieren und das Null setzen:
1 —4 1 -3

+8 2 1143 2
und das vereinfachen (zuerst mal mit ¢? multiplizieren) ergibt

48 36
ERE R

und somit ¢ = £+/12; gefragt ist die positive Wurzel/Losung.

Aufgabe 4. Umkehrfunktionen

Die Funktion f : Rt — R* ist definiert durch

f(z) = xe®.

(2P) Entscheiden Sie, ob die Funktion f eine Umkehrfunktion g : RT — R™ besitzt.
Begriinden Sie Thre Entscheidung!

Mit Differenzieren findet man f'(x) = (x + 1)e” und fiir alle > 0 ist also f'(z) > 0.
Somit ist f eine monoton steigende Funktion und somit gehort zu jedem f-Wert auch
genau ein x-Wert. Daher ist f umkehrbar; es gibt eine Umkehrfunktion!



