Analiza funkcjonalna - zadania domowe na 24.10.2025

Zadanie 1. Niech X i Y to przestrzenie Banacha. Oznaczmy przez B(X,Y’) prze-
strzen operatoréw liniowych ograniczonych z X do Y. Sprawdzié, ze norma opera-
torowa zadana dla T' € B(X,Y’) wzorem

IT]| = sup |[Tz[|y.

lzllx <1

faktycznie definiuje norme na B(X,Y). Czy B(X,Y) jest przestrzenia Banacha?

Zadanie 2. Udowodnié¢ lemat Riesza: niech X bedzie przestrzenia unormowana, a
Y C X jest domknieta podprzestrzenia. Pokazaé, ze dla kazdego 6 € (0, 1) istnieje
x € X takie, ze ||z|]| = 1 oraz

|z —y|| >0 dlakazdego y €Y.

Zadanie 3. Niech (X, F, u) bedzie przestrzenig mierzalna. Ustalmy 1 < p < ¢ < oo
takie, ze % + % = 1. Zalézmy, ze f € LP(X,pu) oraz g € LY(X, ). Pokazaé, ze w
nieréwnoéci Holdera

/ Faldi < 1109l
X

zachodzi réwno$é¢ wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja stale a, 8 > 0 (co najmniej
jedna z nich dodatnia) takie, ze

alf[” = Blgl*  p—pw.

Zadanie 4. Oznaczmy przez £, oznacza przestrzen wektoréw o skoficzonej p-tej
normie, tzn.

by = A{x = (Tk)reqr,...ny © l|7]lp < 00}
Niech ¢ > p > 1. Obliczy¢ norme odwzorowania identycznos$ciowego

id: by — L.
(Uwaga: jest to odwzorowanie w odwrotna strone niz w poprzednim tygodniu.)

Zadanie 5. Ustalmy p > 1. Niech T : L,[0,1] — L1[0,1] bedzie odwzorowaniem
zadanym wzorem (T'f)(x) = zf(x). Znalezé norme operatora T

Zadanie 6. Pokazaé, ze ¢, jest izometryczne z pewna podprzestrzenig LP(0,1).

Zadanie 7. Pokaza¢, ze przestrzen LP(0,1) jest izometryczna z LP(R).



