Analiza funkcjonalna - zadania domowe na 17.10.2025

Zadanie 1. Przypomnijmy, ze ¢, jest przestrzenig ciagéw ograniczonych, tzn.
loo :={x = (Tk)ren : sup|zk| < oo}
keN
wyposazong w norme supremum. Pokazaé, ze jej podprzestrzenie
c:={x = (xk) € b : ciag (x) jest zbiezny}

oraz
co:={x = (z1) € b : clag (xx) jest zbiezny do 0}
to przestrzenie Banacha.

Zadanie 2. Niech ¢, oznacza przestrzen ciagéw o skonczonej p-tej normie, tzn.

0, = {z = (zg)ken : Hx”P < oo},

oo 1/p
lall, = (Z xk|p> .
k=1

gdzie

(a) Pokazaé, ze jesli ¢ > p, to £, C £,.

(b) Pokazaé, ze dla dowolnego ciagu « = (xy) zachodzi ||z||4 < ||z|p.
(c) Znalezé ciag = = (xy) taki, ze ||z|, = +o0 oraz ||z|, < c.

(d) Cay limy oo [|zflp = [[2]|0o?

Zadanie 3. Zdefiniujmy operator T : {1 — ¢y wzorem
(T(2) ==Y a5
j=k

dla kazdego k € N. Wykazaé, ze operator T' jest ciagly i obliczy¢ jego norme.
Zadanie 4. Oznaczmy przez (), oznacza przestrzen wektoréw o skoficzonej p-tej
normie, tzn.

by i=A{z = (@p)refr,my + llzllp < o0}
Niech ¢ > p > 1. Obliczy¢ norme odwzorowania identyczno$ciowego

id:(g —>£Z.

Zadanie 5. Sprawdzi¢, ze zbior

X = {CL’ = (mk) : Hx”l = Z|l‘k| < 1} C {y
k=1

jest domknietym i wypuklym podzbiorem /5. Pokaza¢, ze X ma puste wnetrze.
Czy X jest zwarty?

Zadanie 6. Niech (X, F, ) bedzie przestrzenia mierzalng oraz 1 < pp < p < ps.
Wykazaé, ze kazda funkcje f € LP(X,u) mozna zapisaé w postaci f = fi1 + fo,
gdzie:

(a) fl € LI(X»/J) oraz f2 € LOC(XaﬁL)a

(b) fl € LPD(X, :U’) oraz f2 € Lpl(X7M)~



